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MODELADO CINÉTICO TRIDIMENSIONAL DE LA RODILLA  
RESUMEN 
En este documento se presenta el modelado cinemático de la rodilla humana, 
necesario para un posterior modelamiento dinámico de esta articulación que 
conducirá a una simulación computacional. Estos modelos y la simulación, 
constituyen una herramienta para el diseño y construcción personalizada de 
prótesis y órtesis. 
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ABSTRACT 
This document shows the human kinetic model necessary for a further dinamic of 
this joint which will lead to a computer simulation. Both models and simulation is 
a tool for a personalized design and construction of prosthesis and orthosis. 
 
KEYWORDS: Kinematic, kinetic model, Knee, computer, prosthesis. 
  JAVIER TORRES OSORIO 
 Ingeniero Electricista  
 Profesor Depto de Física 
 Universidad Tecnológica de Pereira 
 oscuro@utp.edu.co 
 
 ALEXANDER BALLESTEROS  
 Ingeniero Mecánico. 
 abp@utp.edu.co 
 
 
 
 
1. INTRODUCCIÓN 
El diseño y construcción personalizada de dispositivos 
protésicos y ortésicos pasa en primera instancia por el 
modelamiento cinemático[1]; el enfoque mecánico de la 
articulación permite analizarla como un par cinemático, 
aplicándole a ésta los principios de la mecánica clásica 
newtoniana resultando relativamente sencillo el 
modelamiento a nivel de ingeniería. Si bien el modelado 
cinemático y dinámico articular no son nuevos en el mundo, 
para Colombia su aplicación es bastante complicada dado que 
el estado del arte de la investigación de las variables 
antropométricas, fisiológicas y anatómicas de la población 
colombiana es bastante pobre. 
El modelo presentado se ha pensado para una persona sana, 
que sirva como variable de control, ya que tal modelamiento 
no tiene en cuenta las diversas patologías, por ejemplo la 
artritis reumatoide. Un modelado bajo patologías específicas 
puede abordarse a partir del presente trabajo. 
Basados en la fisiología articular tibio femoral[2] se 
caracteriza la articulación, que tiene 6 grados de libertad. 
Asignando los ejes de coordenados de manera anatómica, se 
determinan los puntos de contacto y se garantiza la 
compatibilidad geométrica. 
Debe hacerse hincapié en que “grado de libertad” usado aquí 
debe entenderse en el sentido que la frase define en la 
mecánica, porque la mayoría de los anatomistas y las 
personas médicas tiene una comprensión diferente de este 
concepto (por ejemplo, Steindler y MacConaill implican que 
el número máximo de grado-de-libertad requirió para el 
movimiento anatómico es tres[3]; no obstante, la acepción 
ingenieril común tampoco debe aplicarse llanamente, dado 
que esto implicaría una ausencia total del par; el análisis de 6 
grados de libertad se hace teniendo en cuenta que: 1) un 
elemento articular es el marco referencia inercial –en este 
caso la tibia- lo cual permite abarcar todos los posibles 
mecanismo de lesión y, 2) La juntura de seis grados de 
libertad (la juntura general) permite todos los posibles 
movimientos entre los dos segmentos del cuerpo.  
Entre las principales dificultades para el modelamiento y 
posterior simulación, se encuentra la determinación de las 
variables anatómicas (superficies articulares, constantes 
de deformación de tejido suave, entre otras)[4] y [5] para 
lo cual los investigadores utilizan Métodos Ópticos[6],  
Resonancia Magnética[7], y Análisis de Elementos 
Finitos[8] y [9]. No obstante, la cuantificación de la 
cinemática articular se efectúa normalmente usando las 
técnicas basadas en video[10] y [11], las uniones 
espaciales instrumentadas (ISLs)[12] y [13] o los 
sistemas de rastreo electromagnético[14] y [15]. Tales 
sistemas de cuantificación tienen cada uno sus ventajas y 
desventajas, por lo que el investigador debe ser muy 
cuidadoso a la hora de su implementación. 
 
2. CONSIDERACIONES FISIOLÓGICAS [2]. 
La rodilla es la articulación intermedia del miembro 
inferior, compuesta por las articulaciones tibio-femoral y 
patelofemoral, cuyo movimiento es una mezcla de 
traslación y rotación puras[16] y [17].  
Principalmente, es una articulación dotada de un solo 
sentido de libertad de movimiento: la flexión–extensión, 
que le permite acercar o alejar el extremo del miembro a 
su raíz, o lo que es lo mismo, regula la distancia que 
separa el cuerpo del suelo. En esencia, la rodilla trabaja 
comprimida por el peso que soporta. 
Además, la articulación de la rodilla posee un segundo 
sentido de libertad: la rotación sobre el eje longitudinal 
de la pierna, que sólo aparece cuando la rodilla está en 
flexión.  
Estos son los movimientos naturales de la rodilla; cuando 
se presenta una sobrecarga dinámica se violentan estos 
grados de libertad y la energía es disipada por el tejido 
blando presente; aquí radica la necesidad e importancia 
de considerar a esta articulación como de 6 grados de 
libertad, ya que necesitamos conocer bao que condiciones 
de carga se presentan desplazamientos que generan 
lesiones y los parámetros necesarios y suficientes para 
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diseñar y construir dispositivos ortésicos y protésicos[3] y 
[18]. 
Considerada desde el punto de vista mecánico, la articulación 
de la rodilla constituye un caso sorprendente debe conciliar 
dos imperativos contradictorios[2]: 
· Poseer una gran estabilidad en extensión completa, posición 
en la que la rodilla soporta presiones importantes, debidas 
al peso del cuerpo y a la longitud de los brazos de palanca; 
· Alcanzar una gran movilidad a partir de cierto ángulo de 
flexión, movilidad necesaria en la carrera y para la 
orientación óptima del pie en relación con las 
irregularidades del terreno. 
 
3. MATEMÁTICA ARTICULAR. 
Consideremos aspectos generales, que dan pie al 
modelamiento cinemático, necesarios para comenzar el 
desarrollo de las ecuaciones cinemáticas que gobiernan el 
movimiento articular de la rodilla.  
El sistema de coordenadas utilizado en éste documento, es 
similar a los más comúnmente usados. Asignando dos 
sistemas coordenados cartesianos en la articulación, así: uno 
absoluto asociado con la tibia y el otro, el relativo, asociado 
al fémur (ver figura 1). El eje Z es alineado con el eje 
anatómico de la extremidad, siendo positivo en la dirección 
proximal[17]. El eje X perpendicular saliendo del plano 
sagital y positivo en la dirección anterior. El eje Y fue 
derivado de la regla de la mano derecha: Y = Z x X. Sin 
pérdida de generalidad, el origen del sistema coordenado 
absoluto fue localizado en el punto medio del componente 
tibial en la dirección medial-lateral; el origen del sistema 
coordenado relativo fue localizado sobre el corte distal para 
el componente femoral, además sobre el punto medio del 
componente femoral en la d irección medial-lateral.  
 
 
Figura 1. Dos sistemas coordenados usados. El movimiento es 
descrito como un campo femoral móvil que es rotado y trasladado 
con respecto al campo tibial fijo. 
 
En general una matriz de transformación rotacional, T, que 
sigue la secuencia rotacional, q, f, y , a lo largo de ejes 
coordenados (ver gráfica 2), se representa por medio de ec 
(1); de acuerdo con [19]: 
 
[ ] [ ]T T , ,q f y=  ( 1 ) 
La orientación del sistema móvil 
÷
ø
ö
ç
è
æ ÙÙÙ ´,´,´ kji es obtenido del 
sistema coordenado fijo ÷
ø
ö
ç
è
æ ÙÙÙ kji ,, aplicando las rotaciones 
sucesivas de  q, f y  y, como se indica en la figura 3. La 
matriz de transformación ortogonal [T] resultante se 
encuentra dada por la ec (2): 
 
 
a)f Alrededor de kˆ      b) q alrededor de 2ˆi      c) y alrededor de 2kˆ  
Figura 2.  Rotaciones sucesivas de  q, f y  y  sobre el sistema 
coordenado (x, y, z). 
En la matriz anterior: cf = Cos f, sq = Sen q;  
similarmente para las otras simplificaciones.  
Ahora, aplicando éste concepto en la articulación de 
nuestro interés, los sistemas coordenados asignados 
(figura 1) están relacionados por las transformaciones 
que rigen un cuerpo rígido. Si r  es el vector que mide 
las coordenadas de un punto en un sistema, entonces sus 
coordenadas en el otro sistema pueden ser expresadas: 
dRq += r  ( 3 ) 
Donde R es una matriz de rotación ortogonal y d  es un 
vector de desplazamiento. Aquí, R  es siempre descrita 
por 3 rotaciones sucesivas alrededor de los ejes 
coordenados. Para los ángulos a, b, y g, abreviando Sen 
(a) = sa, Cos (a) = ca y de manera similar para los 
ángulos restantes, R se obtiene como: 
 
R(a,b,g) = Ry(b) Rz(g) Rx(a) ( 4 ) 
 
c c s c s
R( , , c s c s s c c c s s s c
s s c c s s c s s s
g b g g b
a b g a g b a b a g a g b a b
a g b a b a g a g b
-é ù
ê ú) = + -ê ú
ê ú-ë û
 
 
 
( 5 ) 
 
El vector es rotado primero en flexión (alrededor del eje 
Y), luego en rotación interna-externa (alrededor del eje 
Z), y finalmente en una angulación varus/valgus 
(alrededor del eje X). 
La secuencia de rotaciones fue escogida de manera que la 
flexión fuera la primera, dado que la flexión es el 
principal movimiento de la rodilla [17] 
Al reemplazar la matriz (5) en la ecuación (3), se obtiene 
la matriz de transformación, necesaria para describir el 
movimiento relativo de un punto, sea o no de contacto. 
[ ]
c c c s s s
T s c s s c s c c s s c s
c c s s s c c c s c c
f y y f q y
y q y y f y q f y f y q
y q f f q y q f q f q
é ù
ê ú= - - -ê ú
ê ú- + -ë û
 
 
 
( 2 ) 
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En general la matriz T (a, b, g, d ), determina el punto r  
así: 
( )q R , , da b g r= +  ( 6 ) 
Es útil conocer un modelo cinemático para todo el fémur, 
desde un enfoque sistémico, ya que lo escrito hasta ahora se 
centra exclusivamente en la articulación tibio-femoral (Tal 
desarrollo sobrepasa el objetivo del presente documento). 
Tal modelo involucra la articulación en la cadera y considera 
a ésta como la superposición de tres pares de revoluta 
independientes y ortogonales; la rodilla es considerada como 
un par de revoluta simple [20] y [21]. Ver la figura (3). 
 
 
Figura 3. Modelo cinemático del fémur 
 
Aplicando la representación Denavit-Hartemberg 
experimentada y propuesta en[22] por Fu K. La siguiente 
tabla fue aplicada y, como resultado, se han obtenido las 
correspondientes matrices de transformación: 
 
Articulación qi ai li di 
1 q1 -90
o  0 0 
2 q 2 -90
o 0 0 
3 q 3 90
o f 0 
4 q 4 0 0 0 
Tabla 1. Valores para un modelo de enfoque sistémico. 
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( 7 ) 
 
Donde en las cuatro matrices anteriores: qi (i = 1, 2, 3, 4) son 
las variables de la articulación y f es la longitud del fémur. 
Las ecuaciones cinemáticas que describen el movimiento del 
fémur con respecto a un campo de referencia general, son 
obtenidas al multiplicar las 4 matrices anteriores. Así, la 
matriz general: 
 
0G4 = 
0T1 * 
1T2 * 
2T3 * 
3T4
 ( 8 ) 
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[ ] [ ] ( )
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G4
0
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ssscss
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(9) 
 
Igualmente, cos qi = ci, sen qi = si para i = 1, 2, 3, 4. 
Dado que la formulación de los modelos dinámico y 
cinemático, toman a la articulación, compuesta por el 
fémur distal y la tibia proximal, como partes de 
semiesfera (fémur distal) y planos (tibia proximal) que 
pueden tener 1, 2 o 4 puntos de contacto [3], se hace 
necesario definir las ecuaciones vectoriales que aseguren 
la colinealidad de los vectores normales unitarios, así 
como garantizar que el punto de contacto pertenece, 
simultáneamente, a las dos superficies de contacto. 
3.1 Condiciones del punto de contacto. 
De acuerdo a la figura 4, para cada punto de contacto, Ci, 
se cumple: 
{ } { } [ ] { }ciTci Trr ´0 r+=   ( 10 ) 
 
Figura 4 Articulación de los cuerpos segmentada. Segmento 1: 
Fémur; Segmento 2: Tibia. 
 
Donde: 
· cir  = vector de posición del punto i respecto del 
marco de referencia inercial. 
· 0r = vector de posición del marco referencial relativo 
respecto del marco referencial inercial. 
· [T]T = matriz de transformación rotacional. En este 
modelo se utiliza la secuencia: q, f, y alrededor de 
los ejes x, y, z, respectivamente. 
· {r`ci} = vector de posición del punto i respecto del 
marco referencial relativo 
El lector debe observar lo siguiente: 
1) la figura 4 introduce, a diferencia de la figura 1, la 
noción de función generatriz de las superficies 
articulares: y`= g(x`,z`), y = f(x,z) 
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2) las ecuaciones (3) y (10) son iguales. 
3) La matriz R, ec(5), es exactamente igual a la matriz T de 
la Ec. (10), observando que deben cumplir la misma 
secuencia de rotaciones. 
De otra manera: el contacto entre las superficies articulares 
tibial y femoral puede ser modelado como dos puntos ideales 
de contacto[17],  uno en el compartimiento medial y otro en 
el compartimiento lateral. Tomemos la cuádrupla de contacto 
{ }lmlm CCCC ˆ,ˆ,,  que son puntos en la tibia medial, tibia 
lateral, fémur medial y fémur lateral, respectivamente, con 
los vectores unitarios normales correspondientes 
{ }lmlm nnnn ˆ,ˆ,,  los cuales tuvieron alguna transformación T 
(.), tal que: 
Cˆ R(C ) dm m
Cˆ R(C ) dl l
nˆ R(n )m m
n R(n )l l
= +
= +
= -
= -
 
 
 
 
( 11 ) 
Estas ecuaciones especifican que el contacto ideal ocurre 
cuando los puntos de la superficie coinciden en el espacio, 
con los vectores unitarios normales apuntando en direcciones 
opuestas (formando un ángulo de 180º). 
Una cuádrupla de contacto establece la angulación 
varus/valgus de la articulación. Esta angulación más la 
traslación establecida y el ángulo de flexión dadas, 
determinan completamente la posición de la rodilla en esa 
cuádrupla. En la notación de la figura 5, dados los puntos de 
contacto ((y1,z1),(y2,z2)), el valor numérico de la angulación 
varus esta dado por la ecuación (13): 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura.5. La angulación varus es determinada por los sitios dela 
cuádrupla de contacto. 
z z2 1V arctg
y y2 1
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æ ö
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( 12 ) 
En la práctica [17], cuando se toman las configuraciones de la 
geometría articular vía escaneos tridimensionales en tiempo 
real, las superficies (y las normales asociadas) se representan 
como conjuntos de puntos discretos y, generalmente, no se 
encuentran coincidencias exactas entre la imagen capturada y 
la articulación real; por tanto sea d una tolerancia en distancia 
(en mm) y sea e   una tolerancia angular (en radianes). Usando 
el hecho de que el ángulo q entre dos vectores unitarios a y b 
satisfacen la ecuación cos (q) = a.b, las ecuaciones 
vectoriales para la cuádrupla de contacto, Ec (11) se pueden 
rescribir para medidas discretas como: 
 
( )( ) ( )
( )( ) ( )
Cˆ R(C ) dm m
Cˆ R(C ) dl l
nˆ R n cosm m
nˆ R n cosl l
d
d
e
e
- - £
- - £
· - ³
· - ³
 
 
 
 
( 13 ) 
Una transformación que satisfaga las cuatro ecuaciones 
anteriores unifica el sistema de coordenadas, así que para 
una cuádrupla de contacto dada se presenta una 
transformación desde el sistema de coordenadas 
femorales (marco referencial móvil) en un sistema de 
coordenadas tibiales (marco referencial inercial). 
Para la situación de tener una buena certeza al modelar 
las superficies articulares, se puede afirmar basado en 
[17] lo siguiente: 
Sean (xc,yc,zc) las coordenadas del punto de contacto en 
el sistema coordenado femoral y (x´c,y c´,z´c) las 
coordenadas del punto de contacto en el sistema 
coordenado tibial. Además, sea zc = f(xc,yc) y z´c = 
g(x´c,y c´) las ecuaciones que describen la forma de las 
superficies articulares femoral y tibial, respectivamente. 
Las ecuaciones vectoriales para los puntos de contacto, se 
pueden escribir escalarmente así: 
( )
( )
( )
x x R x R y R g x ,yc c c c c0 11 12 13
y y R x R y R g x ,yc c c c c0 21 22 23
z z R x R y R g x , yc c c c c0 31 32 33
¢ ¢ ¢ ¢= + + +
¢ ¢ ¢ ¢= + + +
¢ ¢ ¢ ¢= + + +
 
 
 
( 14 ) 
Las cuales son la definición matemática de punto de 
contacto. 
 
3.2 Condición de compatibilidad geométrica de las 
superficies articulares. 
Para propósitos didácticos y de simplificación en el 
procedimiento, la superficie articular femoral se 
aproximará a una esfera y, a su vez, la superficie articular 
tibial se aproximará a un plano. Las ecuaciones de las 
esferas femorales laterales y mediales son expresadas, en 
el sistema coordenado femoral, como: 
( ) ( ) ( )2 22f x ,y r x h y k L= - - - - - +  ( 15 ) 
Los siguientes valores son proporcionados por Hefzy[9]: 
Parámetro Esfera medial (mm) Esfera lateral (mm) 
r 21 20,0 
h 23,75 23,0 
k 18,0 16,0 
L 12,0 11,5 
Tabla 2. Valores de los parámetros para la superficie articular 
esférica (cóndilo femoral). 
 
Similarmente, las ecuaciones de los planos tibiales lateral 
y medial en el sistema coordenado tibial: 
( )g x , y my c¢ ¢ ¢= +  ( 16 ) 
Igualmente, Hefzy propone: 
Parámetro Plano medial (mm) Plano lateral (mm) 
m 0,358 -0,341 
c 213 212,9 
Tabla 3. Valores de los parámetros para la superficie articular 
plana (placa tibial). 
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La condición de compatibilidad geométrica de cuerpos 
rígidos requiere que un plano tangente único exista para cada 
punto de contacto a ambas superficies[19]. Para expresar tal 
condición en forma matemática, el vector de posición del 
punto de contacto en el sistema coordenado femoral 
 
kzjyixR cccc ˆˆˆ ++=
r
 ( 17 ) 
debe ser diferenciado con respecto a las coordenadas locales 
(x,y) para obtener dos vectores tangentes a lo largo de esas 
direcciones locales. El producto vectorial de esos vectores 
tangentes es entonces empleado para determinar el vector 
unitario normal a la superficie femoral, fnˆ , en el punto de 
contacto. Usando la ecuación zc = g(xc,yc), este vector 
unitario es expresado en el sistema coordenado femoral 
como: 
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( 18 ) 
 
El vector unitario normal expresado en el sistema coordenado 
tibial, usando la ecuación z´c = g(x´c ,y c´), está dado por: 
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( 19 ) 
 
Engin en[3], premultiplica los vectores anteriores (Ecs. 16 y 
17) por sendos factores g y b respectivamente, escogidos de 
tal manera que representen la normal saliente. 
3.3  Colinealidad de vectores unitarios normales.  Para que 
dos vectores unitarios normales sean colineales, deben 
satisfacer la ecuación: 
{ } [ ] { }ciTci nTn ˆ=  ( 20 ) 
 
Donde: 
nci = vector unitario normal en el sistema coordenado 
inercial[ 
cinˆ  = vector unitario normal en el sistema coordenado 
relativo 
3.4 Cálculo de la Fuerza Ligamentosa [7], [18] y [23]. Las 
fuerzas de contacto y en el ligamento son las desconocidas; la 
fuerza presente en el j-ésimo ligamento es definida por: 
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( 21) 
Donde: 
· K1j = constante de rigidez en la región parabólica. 
· K2j = constante de rigidez en la región lineal. 
· Lj = longitud actual del ligamento. 
· L0j = longitud final del ligamento. 
· Asumiendo que el ligamento no tiene solicitaciones 
en compresión, entonces: Fj = 0 para Lj <  lj, es 
decir:  
0£je  ( 22) 
3.5 Fuerzas de contacto. Como el fémur se mueve 
respecto a la tibia, los puntos de contacto también se 
moverán en los respectivos compartimentos –lateral y 
medial-. Las fuerzas de contacto son inducidas en uno o 
en ambos puntos. Esas fuerzas son aplicadas en la normal 
de la superficie articular. Así la fuerza de contacto 
aplicada a la tibia es expresada como: 
 
iii nNN ˆˆ =  ( 23) 
 
el desarrollo de ésta variable se efectúa según [3] y [19]. 
3.6 Ecuaciones Cinéticas.  Tales ecuaciones se derivan 
directamente da la aplicación de las leyes del movimiento 
de Newton y de Euler (ver figura 4): 
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( 26 ) 
( ) ( ) 0=QQ-+Q= ¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢å zyyyzzxxxx IIIM &&&&  ( 27 ) 
( ) ( ) 0=QQ-+Q= ¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢å zxzzxxyyyy IIIM &&&&  ( 28 ) 
( ) ( ) 0=QQ-+Q= ¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢å yxxxyyzzzz IIIM &&&&  ( 29 ) 
 
En las ecuaciones (24) a (29), las variables definidas son: 
q = representa el número de puntos de contacto. 
P = representa el número de ligamentos en el punto de 
contacto. 
Wx,y,z = componentes del peso de la extremidad inferior. 
Ix´x´,yý´,z´z´ = momentos de inercia principales del segmento 
móvil, referidos al eje centroidal principal del sistema 
(x´,y´,z´). 
Fjx,jy,jz = componentes de la fuerza en el j-ésimo 
ligamento. 
yxz ¢¢¢
Q&& = componentes de la aceleración angular del 
segmento móvil expresados en términos de los ángulos 
de Euler. 
yxz ¢¢¢
·
Q = componentes de la velocidad angular del 
segmento móvil expresados en términos de los ángulos 
de Euler. 
3.7 Modelo Cinético.  El modelo cinético queda 
conformado entonces por las ecuaciones (10), (20), y (24) 
a (29), las cuales forman un conjunto de 16 ecuaciones 
no lineales con 16 incógnitas (para el caso de dos puntos 
de contacto): 
1)    q , f, y los cuales determinan los componentes de la 
matriz de transformación [T]. 
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2) xo , yo, zo: las componentes del vector de posición or  
3) xci,  zci, x`ci, z`ci:  las  coordenadas del punto  de  contacto   
(i = 1, 2) 
4)¦ Ni¦  (i = 1, 2): las magnitudes de la fuerza de contacto. 
 
 
4. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES. 
Con el presente modelo se cuenta con una parte fundamental 
para realizar la formulación del modelado dinámico de la 
articulación tibio femoral, además de podérsele incorporar la 
tribología articular que considera algunas patologías como la 
artritis reumatoide. 
Aunque el modelado cinemático es capital para ulteriores 
simulaciones en tiempo real, es conveniente usar más 
ampliamente el enfoque sistémico ya que el cuerpo humano 
es la suma sinergética de una gran cantidad de sistemas 
interdependientes: cualquier cambio en uno de ellos afecta a 
los demás. 
La información disponible es fundamentalmente de población 
estadounidense y europea, con lo cual la aplicación de un 
modelo a la población colombiana no es garantía de éxito. 
Por tal motivo es pertinente el desarrollo de proyectos en la 
construcción de información antropométrica, fisiológica y 
anatómica, de la población colombiana. 
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